Math-OS

Bonus

Merci pour l'intérét que vous portez au blog Math-OS!

Vous étes en train de consulter le “bonus Sup +”.

Ce document de 50 pages renferme trente exercices de mathématiques, intégralement corrigés, qui
sont a priori accessibles avec un bon niveau de premieére année d’enseignement supérieur scientifique.
Ces exercices s’adressent donc a des étudiants inscrits en premiere année de licence math / info, ou
bien de classe préparatoire scientifique (MPSI / PCSI).

Certains exercices illustrent et développent un point particulier du cours; d’autres sont 1'occasion
d’approfondir une notion importante; d’autres encore sont de véritables petits “challenges” pour
étudiants motivés.

Afin de ne pas vous influencer dans 1’évaluation a priori de la difficulté de telle ou telle question,
celles-ci sont livrées “en vrac” et sans indication de niveau! Elles ne sont pas non plus rangées par
ordre de difficulté croissante.

% Vous étes invités a ne consulter les solutions qu’apres avoir développé une réflexion personnelle
approfondie. C’est en consacrant du temps a la recherche des exercices — en ne renongant pas trop
facilement devant la difficulté — que ce bonus vous sera le plus profitable.

Les solutions proposées ont été réalisées avec le plus grand soin. Toutefois, si vous relevez ce qui
vous parait étre une anomalie (une simple faute de frappe ou bien une véritable erreur ...), veuillez
me la signaler en utilisant le formulaire de contact, accessible ici.

J’espere que vous trouverez ce document utile et agréable a lire.

Vous trouverez d’autres ressources mathématiques sur le blog Math-OS!

— René ADAD -


https://math-os.com
https://math-os.com/contact/
https://math-os.com
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ENONCE 1 : COMPARAISON D’EXPRESSIONS ALGEBRIQUES WV

O

Bonus Sup+

Soient 4, b, c trois nombres réels strictement positifs tels que :
a+b+c>abc

Montrer que :
a® +b* + 2 > abc V3

ENONCE 2 : BORNES NON ATTEINTES

Exhiber une application f : [0, +oo[ — R continue et bornée mais n’atteignant aucune de ses bornes.

Quel peut étre I'intérét d"un tel exemple?

ENONCE 3 : PRODUIT DE SUITES MONOTONES

Soient (u,) et (v,) deux suites a termes réels positifs. On suppose :

> (uy) strictement croissante, divergente vers +oo,
> (vy,) strictement décroissante, convergente vers 0.

La suite (1,v,) admet-elle nécessairement une limite (finie ou non) ?

ENONCE 4 : CONVERGENCE D'UNE INTEGRALE IMPROPRE

Soit f : [0, +oo[ — R une application continue. On pose, pour tout x > 0 :
F(x) = fxfof) dt
On dira que la condition (C) est remplie si F admei en +oo une limite finie.
1) Montrer que I'hypothese tEﬂ’%o f (t) = 0 ne suffit pas pour entrainer la condition (C).

2) Montrer que si la condition (C) est remplie et si f admet en +co une limite L, alors L = 0.

3) Montrer que la condition (C) peut étre remplie sans que f n’admette de limite en +oco.

ENONCE 5 : RESOLUTION D’UN SYSTEME ALGEBRIQUE

Résoudre dans IR? le systeme :

XCt+y = 2
x+y? = 2

ENONCE 6 : UNE EQUATION FONCTIONNELLE

Déterminer toutes les applications f : R — R telles que :

V(ny) eRZ, fF(xfx)+f)=f@)*+y
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ENONCE 7 : ARITHMETIQUE ET SOMMES DE PUISSANCES WV

O
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Soient a,b,c € Z. Pour tout n € IN, on note S, = a”" + b" + c".

1) Exprimer, pour tout entier n > 3, S, en fonction de S,,_1, S;,—2 et S;,_3.
On suppose désormais que S; = 0. (hypothese H)

2) Montrer que S4 est multiple de Ss.

3) En déduire que, pour tout entier p > 1, S3,41 est multiple de S».

ENONCE 8 : A LA MEMOIRE DE HERON D’ALEXANDRIE...

Soient a, b, c des réels strictement positifs. Prouver que :

(@+Db)(a+c)>2+abc(a+b+c)

ENONCE 9 : COMBINAISON DE SUITES OU DE FONCTIONS PERIODIQUES

Soient f, ¢ deux applications périodiques de R dans R.

1) Montrer que 'application f + g n’est pas nécessairement périodique.

2) Trouver une condition suffisante qui garantisse la périodicité de f + g.

ENONCE 10 : CROISSANCES COMPAREES

Soient g € ]0, 1[ et @ € IR. On pose pour tout n € IN* :
Uy = naqn

Montrer que la suite (1), converge vers 0. On proposera trois méthodes :

In (n)

> en s’appuyant sur le fait que nl_lglm =0,

> en appliquant le théoreme de la limite monotone,
> en utilisant la reégle de d”Alembert pour les séries a termes strictement positifs.

ENONCE 11 : SOMMES DE CARRES PARFAITS

Montrer que tout entier naturel impair peut s’écrire comme la différence de deux carrés parfaits.

En déduire qu’il existe une suite (u,),>; d’entiers naturels non nuls telle que, pour tout n > 1, le
n

nombre S, = Z ui soit un carré parfait.

k=1
Ecrire en Python une fonction qui affiche les 7 premiers termes d’une telle suite u (le terme initial 14
étant passé en parametre), ainsi que les n premiers termes de la suite S associée.
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ENONCE 12 : CAS PARTICULIER D'UNE INEGALITE DE KOLMOGOROV Bonus Sup+

Si g : R — R est bornée, on note ||g|| = sup {|g(t) ;e IR}.
Soit f : R — R de classe C2. On suppose que f et f” sont bornées. Montrer que f’ est bornée et que :
171l < V21l L~

ENONCE 13 : ETUDE D’UNE FONCTION TRIGONOMETRIQUE
On pose, pour tout x € R:

g(x) = g — arcsin[\/—l il szin(x))

Etudier g sur [-m, ] puis construire le graphe de g.

ENONCE 14 : CARRES PARFAITS PARTICULIERS

Combien existe-t-il d’entiers n compris entre 1 et 100 (inclusivement) pour lesquels n" est un carré
parfait?

ENONCE 15 : FONCTIONS CONVEXES ET BORNEES

On considere une application f : R — R convexe et bornée. Montrer que f est constante.

ENONCE 16 : UN FORMULE SOMMATOIRE TRIGONOMETRIQUE

Soient a,b € R et n € IN. Calculer plus simplement la somme :

Y (’Z) cos (ka + (1 — k) b)

k=0
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ENONCE 17 : UN DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

1) Etablir 'encadrement suivant :

N 5,

Vx € [0, +oo[, x —

2) En déduire que la suite de terme général :

est convergente et préciser sa limite A.

3) Montrer qu’il existe un réel u (que 1'on précisera) tel que :

il £l

ENONCE 18 : UN SYSTEME DYNAMIQUE DISCRET NON AUTONOME

On définit une suite par la donnée de 1y € R et la relation de récurrence :
Vn eN, uy.1 = |u, —nj

1) Montrer qu'il existe N € N* tel que uny < N.

2) Comparer u, et n pour n > N.

3) Calculer u, explicitement, pour tout n > N.

4) En déduire un équivalent de u, lorsque n — +oco.

ENONCE 19 : ETUDE DES VARIATIONS D’'UNE FONCTION NUMERIQUE

: : . 1
Etudier et représenter graphiquement la fonction f : x > x? arctan (m)

ENONCE 20 : DEUX INTEGRALES JUMELLES

Calculer, sans changer de variable, 1'intégrale :
T
A(r):f V1 + 24t (r=0)
0

Faire de méme pour :

B(r)zfor V1 — 24t 0<r<1)

M
O
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ENONCE 21 : EXTENSION DU THEOREME DE ROLLE

Soit f : [a, +00o[ — R une fonction continue.
On suppose que f est dérivable sur Ja, +oo[ et que lirp fx)=f().
X—+00

Prouver a I'aide du théoreme de Rolle qu’il existe ¢ € ]a, +oo[ tel que f’ (c) = 0.

On proposera deux démonstrations.

ENONCE 22 : UNE EQUATION FONCTIONNELLE SUR Z.

Trouver toutes les applications f : Z — Z. telles que :

V(a,b)eZ? f(a+f()=f(@)+b

ENONCE 23 : UNE IDENTITE PROBABILISTE

Soit (Q, 7, IP) un espace probabilisé et soient Ay, - -+ , A, des événements.
Pour tout i € N, on note B; 'événement « i événements au moins parmi Ay,

Montrer que :
n n
Y P(B) =) P(A)
i=1 i=1

En déduire que :

k k
VkeN,, Y P(B)> ) P(4)
i=1

i=1

ENONCE 24 : COEFFICIENT BINOMIAL CENTRAL

--. A, sont réalisés ».

Montrer que, pour tout n € IN, le coefficient binomial (2;) est multiple de n + 1.

Montrer par ailleurs que, pour tout n > 1, 'entier (2;) est pair.

ENONCE 25 : CARACTERISATION DES MATRICES SCALAIRES NON NULLES

Soit A € M,, (C). Montrer 1’équivalence des assertions :

(1) 3IreC-{0}; A=Al
2) VYMN)eM,(C? A=MN=A=NM

8

M
O
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ENONCE 26 : DEUX OPERATIONS QUI SE CONFONDENT

On note * et ® deux opérations dans un méme ensemble E, vérifiant :
V(x,y,u,0) € E* (x % y) o (u*xv) = (xou)* (ye0)

On suppose que e est neutre pour x et que f est neutre pour e.
1) Montrer que e = f.

2) Montrer que les opérations * et ® sont identiques.

3) Montrer que cette opération est commutative et associative.

ENONCE 27 : UN COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES

Soient X, Y des variables indépendantes et de méme loi U (IN,,) (avec nn > 2 fixé). On pose :
I = min {X, Y} et S = max {X, Y}

1) Déterminer la loi de I.

2) En déduire I'espérance de I.

3) Les variables I et S sont-elles indépendantes?

4) Calculer E (S) sans déterminer la loi de S.

5) Déterminer la loi conjointe du couple (I, S).

ENONCE 28 : POLYNOMES DE Z. [ X] PRESENTANT UN CYCLE ENTIER

On se propose de déterminer les polyndmes P € Z[X] possédant un cycle entier, c’est-a-dire ceux
pour lesquels il existe un entier r > 2 et des entiers relatifs a;, - - - , 2, deux a deux distincts, tels que :

Vie{ll"'/r_l}lp(ai):ai+1 et P(u?’):al

On pourra commencer par montrer que si (a, ) € Z? et Q € Z[X], alors  — 8 | Q (@) — Q () . Ensuite,
on distinguera les casr > 3 et r = 2.

ENONCE 29 : UN CAS PARTICULIER DE L'INEGALITE DE LA NORME

Soient f, g : [a,b] — R continues. Montrer que :

[fbf(t) dt)2+[fb g () dt]2<fb \/f(t)2+g(t)2df

ENoONCE 30 : UN PEU DE GEOMETRIE, TOUT DE MEME !

Soit  une parabole de foyer F et de sommet S. Une droite variable passant par F coupe # en A et B.
Déterminer :

1) Le lieu du centre du cercle circonscrit au triangle SAB.

2) Le lieu des intersections des normales a  en A et B.

M
O
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CORRECTION 1 Ve
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Soient 4, b, c trois nombres réels strictement positifs tels que :
a+b+c>abc

Montrer que :
@ + 0%+ % > abc V3

Notons (H) I'hypothese de 'énoncé :
a+b+c>abc

et supposons que 'on ait :
a* + b% + ¢* < abe V3 (%)

Alors, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (CS) :
(abe)> < (@+b+0) < 3(112 +0+ cz) < 3abc V3
H Cs (*)

et donc:

abc < 3V3 (1)

D’autre part, la comparaison entre moyennes arithmétique et géométrique pour le triplet (az, v, c2)
donne :

3 (azbzcz)l/3 <@+ +c?
et donc d’apres (x) :
3 (abc)z/ 3 < abcV3
c’est-a-dire :

abe > 3V3 (2)

Les inégalités (1) et (2) sont incompatibles! On a donc montré, par 1’absurde, que la condition ()
ne tient pas. Ainsi :

a2 + b2 + 2 > abc V3
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Exhiber une application f : [0, +oo[ — R continue et bornée mais n’atteignant aucune de ses bornes.

Quel peut étre I'intérét d"un tel exemple?

Considérons I'application

f:[0,+0[ > R, x = cos (x) (1 —e™)

Il est clair que f est continue. Pour tout x > 0:
-1 < cos (x) < et 0<1-e*<1

donc :
Vx e[0,+00[, -1 < f(x) <1
En outre :
kl_i)rJg()f(an) =1 et kl_i)rJg()f((Zk +1)n) =-

Par conséquent :
sup f(x) =1 et i1<1£ fx)=-

x=0

Les bornes de f ne sont donc pas atteintes. Ci-dessous, 1’allure du graphe de f (attention : pour
plus de lisibilité, on a choisi un systéme d’axes non orthonormés) :

—r

y=1-e y = cos(z)(1—e")

A/

A
Say \/

y=—14+e "

Un théoreme important affirme que 1'image directe d"un segment par une application continue
est un segment. Cet exemple montre qu’on ne peut pas, dans cet énoncé, remplacer “segment”
par “intervalle”.
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Soient (u,) et (v,) deux suites a termes réels positifs. On suppose :

> (uy) strictement croissante, divergente vers +oo,
> (v,) strictement décroissante, convergente vers 0.

La suite (1,v,) admet-elle nécessairement une limite (finie ou non) ?

La réponse est non. Considérons deux suites g, b telles que :

> g soit croissante vers +oo,

> b soit décroissante vers —oo

> VneN,a, +b,=(-1)".
On peut choisir, par exemple :

a, =3n+(-1)", b, = -3n
On prouve la croissance de a en observant que pour toutn € IN :
Ays1 =y =3+ 1)+ (=)™ =3n=(=1)"=3-2(-1)">1>0
et sa divergence vers +oo résulte que la minoration :
YnelN,a,>3n-1

Posons alors :
u, = e"; vy = e
Manifestement, u est croissante vers +oo et v est décroissante vers 0.

On sait que si une suite réelle posséde une limite, alors toute suite extraite possede la méme limite.
Or:

_1)" e sinpair
Vne]N,unvn:e(l)z 'p
1/e  sinon
ce qui montre que les suites (42,021),50 €t (U2n+1V21+1)ns0 , tOutes deux extraites de la suite uv,
possedent des limites distinctes.

Par conséquent, la suite uv ne possedent pas de limite.
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Soit f : [0, +oo[ — R une application continue. On pose, pour tout x > 0 :

X
F(x)=f f(t) dt
0
On dira que la condition (C) est remplie si F admet en +co une limite finie.
1) Montrer que I'hypothese tlim f () = 0 ne sulffit pas pour entrainer la condition (C).
—+00

2) Montrer que si la condition (C) est remplie et si f admet en +co une limite L, alors L = 0.

3) Montrer que la condition (C) peut étre remplie sans que f n’admette de limite en +oco.

Remarque. Cette question peut étre considérée comme une (trés courte) introduction a la notion
d’intégrale impropre convergente. Ce théme, qui était autrefois abordé dés la premiére année d’en-
seignement supérieur scientifique, fait aujourd’hui partie des programmes de seconde année.

1) Considérons l'application :

1
- [0, R, t—» —
f 10, 4+0o[ — Ht+1

Pour toutx > 0,on a:

X
detzln(xH) S too
0 t+1

X—>+o00

Et la condition (C) n’est donc pas remplie. Pourtant, f admet pour limite 0 en +oco.

2) Supposons remplie la condition (C) et, de plus, que f admette en +co une limite L. Dans un
premier temps, supposons L > 0. Il existe alors un réel a > 0 tel que :
L
Yit>a, f(t) > 5
d’ou, pour tout x > a:

ff(t)dt>%(x—a)

et donc, d’apres la relation de Chasles, en posant A = fou f(t)dt:

X
Vx>a,f f(t) dt>A+%(x—a)
0
Il s’ensuit que :

lim fxf(t) dt = +c0
0

X—+00

contrairement a I’hypotheése. La limite L ne peut donc pas étre strictement positive. En rem-
plagant f par —f, on voit que L ne peut pas non plus étre strictement négative. En adaptant
tres 1égerement la preuve, on voit aussi que L ne peut pas étre +oo. Il est donc nécessaire que
la limite L soit nulle.

3) L’idée d’un contre-exemple peut venir en pensant a une série convergente. Considérons l'ap-
plication f dont le graphe apparait en rouge dans l'illustration ci-dessous :
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A A

aire : 1/2 aire : 1/4 aire : 1/8 aire : 1/16 aire : 1/32
Les triangles coloriés en bleu ont pour aires respectives :
1111 1
AT
et il est bien connu que la série ), 27" converge. A présent, il faut transformer cette idée en une
preuve rigoureuse. Posons donc :

2" (t—-n+1) si t-n+1€[0,27"]
VneN*, Vie[n-1n[, f()=1 -2"(¢t-n+1-27") si t-n+lel2™,21
0 si t—n+1epkmq

L’application f est définie par ses restrictions aux intervalles [n — 1, ][ :

Pour tout n > 1, f s'annuleen n -1, n -1 + 21-1 ot n, prend la valeur 1 en n -1 +
27" et sa restriction a chacun des segments [n—1,n—1+27"], [n -1+2", n-1+ 21‘”] et
[n — 142 1] est affine.

Par construction, f est continue. De plus, elle n’admet pas de limite en +oo puisqu’en posant
tp=n-1lett;, =n—-1+427", on constate que :

lim £, = lim #, = +o0
n—00 n—00

tandis que :
. _ . ’y _
) =0 et i f(h) =1
(ces deux dernieres suites sont constantes!). Enfin, la condition (C) est remplie puisque, pour
toutx>0:

x Ix] [x]
ﬁf@ﬂ<0fwm=;ru1

La fonction F : x — fox f (t) dt est ainsi croissante (puisque f est positive) et majorée (par 1)
donc (théoréeme de la limite monotone) admet en +oco une limite finie (qui est d’ailleurs égale
a 1, mais il n’est pas essentiel de détailler ce point ici).
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CORRECTION 5

Résoudre dans IR? le systeme :

N

Bty =
x+y? = 2

Si (x, y) est solution, alors par différence :
Py -(x-y)=0
c'est-a-dire :
(x—y)(x2+xy+y2—1):o (%)
Deux cas se présentent :
> Si x = y, alors en reportant dans la premiére équation, il vient x> + x — 2 = 0, c’est-a-dire
(x=1) (x2 +x+ 2) = 0etdoncx =1, puis y = 1. Réciproquement le couple (1, 1) est solution
du systéme proposé.
> Sinon, la relation (%) impose :

x2+xy+y2:1 (o)
Et en ajoutant membre a membre les deux équations du systeme :
X+ y3 +x+y=4

c’est-a-dire :

(x+y)(x2—xy+y2+1):4 (%)
Débarrasons-nous du terme xy en posant :
_x+y _x-y
a=— et b= >
ce qui équivaut a :
x = a+b
y = a-b

Les égalités (s) et (%) prennent la forme :

3a% + b? 1
{a(a2+3b2+1) 2
Par substitution de la premiere dans la seconde, on obtient la condition nécessaire :
40> -2a+1=0

Or, une simple étude de variations montre que la fonction définie par ¢ : t > 4t> - 2t + 1

s’annule une fois et une seule, et cette annulation se produit dans l'intervalle ]—oo, —%[, ou
@ croit strictement. Comme ¢ (—%) > 0, on voit plus précisément que :

3 27
a<—Z d’oﬁ3a2+b2>3a2>ﬁ>l

Ceci montre que la condition 3a* + b*> = 1 ne peut pas étre remplie.

Conclusion : Le couple (1,1) est la seule solution du systéme proposé.

M
O
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Déterminer toutes les applications f : R — R telles que :

Vi y) eR, Fxf)+ f() = f@)>+y

Notons (E) cette équation fonctionnelle et soit f une solution de (E). En remplagant x par 0, on
voit que :

TyeR f(f(y)=fO+y (*)
ce qui montre que f o f est affine et non constante et, par conséquent, bijective. Il existe donca € R
tel que f (a) = 0.

En remplagant x par a dans (E), on voit que f est involutive :
YyeR, f(f) =y
En reportant cette information dans (), il vient f (0) = 0.
En remplagant x par f (x) dans (E), on obtient (compte tenu de f o f = idR) :
V) eR?, F(f@x+fy)=2"+y
et donc, en confrontant le second membre de (E) avec celui de cette derniere égalité :
VxeR, f (x)? = x? (%)

En particulier f (1) € {-1,1}. Posons désormais € = f (1). En remplacant x par 1 dans (E), on voit

que pour tout y € R :
fletfy)=1+y
d’ot, en élevant au carré et d’apres (&) :
(e+f(y)' =(+y)
c’est-a-dire, en développant et toujours d’apres (&) :
1+2ef(y) +y* =1+2y + 1>
et donc f (y) = ey. On a montré que f € {idr, —idR} .

Réciproquement, il est clair que idR et —idr sont des solutions de (E).
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CORRECTION 7 Ve

O

Bonus Sup+

Soient a,b,c € Z. Pour tout n € IN, on note S, = a”” + b" + ¢".

1) Exprimer, pour tout entier n > 3, S, en fonction de S,,_1, Sy—2 et S;,—3.

On suppose désormais que S; = 0. (hypothese H)

2) Montrer que S4 est multiple de S».

3) En déduire que, pour tout entier p > 1, S3y41 est multiple de S».

1)

2)

3)

Les entiers a, b, c sont les solutions de 1’équation :
(x—a)(x=-b)(x—c)=0
qui peut s’écrire, apres développement :
x> —@+b+c)x*+ (ab+bc+ca)x —abc =0

Pour tout entier n > 3, on en déduit en multipliant chaque membre par x> que 4, b et ¢ sont
solutions de :
X" =(@+b+c)xX" 1 = (ab+ bc + ca) X" 2 + abc x"3

En écrivant cette égalité pour x = a, pour x = b, pour x = ¢ puis en ajoutant membre, il vient :

’ S,=(a+b+¢)S,_1—(ab+bc+ca)S,_» +abcS,_3

Compte tenu de I'hypothese (H), le calcul précédent montre que :
VYn>=3,5,=—(ab+bc+ca)S,—»+abcS, 3 (o)
En particulier, il apparait que :
Sy=—(ab+bc+ca)S;

Ainsi :

‘ S4 est multiple de S, ‘

On observe que
0=(a+b+c) =a®+b%+c*+2(ab+be + ca)
et la relation (#) prend donc la forme :
20124 2
a-+b +c
Ynz3, S5, = Tsn_l +abc S,_3
Par ailleurs, vu que a + b + ¢ = 0, il est nécessaire que a,b et ¢ soient tous trois pairs ou bien
que deux d’entre eux exactement soient impairs. Dans tous les cas, il s’ensuit que S,,_; est pair,
pour tout n > 3. On en déduit que :

VYn>3,5,=abcS,—3 (mod S»)

Comme S4 =0 (mod S»), une récurrence immédiate montre que :

Yp 21, 521 S3p41
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CORRECTION 8 ML

O

Bonus Sup+

Soient a, b, c des réels strictement positifs. Prouver que :

(@+b)(@a+c)=2+abc(a+b+c)

On peut raisonner “par homogénéité”, ce qui va réduire la complexité de la question posée. Plus
précisément, si 'on prouve que, pour tout couple (1, v) de réels strictement positifs :

QI+ +9)=22+vuv(l+u+0) (%)
alors I'inégalité demandée en résultera en remplagant u et v par % et - respectivement.
Or:
A+u)?(1+0) —4duv(l+u+v) = (1 +2u+u2)(1 +20+02) — 4uv — 4uPv — 4uv?
1+2u+ 20+ u? + 0* + u?0? — 2u*v — 2uv?
(1 +u + v — uv)?
0

WV

ce qui prouve (%).

Voici une preuve plus géométrique (et aussi plus “savante”) de I'inégalité (*) :

On sait (formule de Héron) que l'aire d"un triangle XYZ de c6tés x, y,z > 0 est donnée par :

A= \/P(P—x)(P—y)(P—Z)

ou p désigne le demi-périmetre :
_xty+tz
P=7"
Par ailleurs, on sait aussi que :
1
A = SYz sin (@)

ou a € ]0, [ mesure I’angle en X. Il est donc clair que :

\/p(P—x)(p—y)(p—Z)<§ (0)

Considérons maintenant a,b,c > 0 et posant :

b+c c+a a+b
X=—, Y=—]/——, Z=—F]—

Alors :
_atbte o b
p_ 2 ’ p _2’ P y_zl p -

et I'inégalité (¢) prend donc la forme :

2+Jabc(a+b+c)<(a+Db)(a+c)
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CORRECTION 9 WV

O

Bonus Sup+

Soient f, ¢ deux applications périodiques de R dans R.

1) Montrer que 'application f + ¢ n’est pas nécessairement périodique.

2) Trouver une condition suffisante qui garantisse la périodicité de f + g.

1

2)

Considérons les applications :
f:R—>R,t+ cos(t) et g:R =R, t cos(at)

avec a irrationnel. Elles sont périodiques (de périodes respectives 27 pour f et ¢ pour g),
mais ce n'est paslecasdes = f + g.

En effet, si s était périodique, chaque valeur prise par s serait atteinte une infinité de
fois. Or s (0) = 2 et il est facile de voir que la valeur 2 n’est atteinte qu'une seule fois. Précisons
ce point.

La condition s (t) = 2 équivaut a :

(1 -cos(f)+(1—cos(at)) =0
et donc (somme nulle de réels positifs) au systeme :
1

cos (t)

Il
—_

cos (at)

ce qui impose :
dme Z;, t =2mn

dneZ, at =2nmn
Si t était non nul, alors m serait aussi non nul et on aurait, apres division membre a membre :
n
a=—
m
d’ot a € Q, ce qui est absurde. Donc 0 est la seule solution de 1’équation s (t) = 0.

Supposons qu’il existe un réel A > 0 et des entiers naturels non nuls p1, p tels que :

> f soit T{—périodique avec T1 = p1A

> g soit To—périodique avec T = poA
Alors f + g est périodique. En effet, le nombre T = p1p2A est une commune période commune
pour f et g puisque c’est a la fois un multiple de T; et de T». Il est alors clair que f + g est
T—périodique.

Remarque. Lorsque les conditions ci-dessus sont remplies, on dit que f et ¢ possedent des
périodes commensurables (c’est-a-dire : dont le rapport est rationnel).
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CoRRECTION 10 \WVIE

O

Bonus Sup+

Soient g € ]0, 1] et @ € R. On pose pour tout n € IN* :
un — naqn

Montrer que la suite (u,),5; converge vers 0. On proposera trois méthodes :

In (n)

> en s’appuyant sur le fait que lirP =0,
n—+oo

> en appliquant le théoreme de la limite monotone,
> en utilisant la regle de d’Alembert pour les séries a termes strictement positifs.

> Méthode 1 -Pour toutn > 1:

In(uy) =aln(n) +nln(g) =n (a lnrgn) +1In (q))
. In(n) . o1 .
Comme lim = Oetln(g) <0, alors lim In (u,) = —oo, d’ott le résultat par composition
n—oo n—oo
des limites, vu que tlim e =0.

> Méthode 2 - Comme la suite (u,),5; est a termes strictement positifs, on peut étudier ses
variations en calculant :

Upn+1 _ (n+1)a _(
Uy na 17

10(
1+E) q

Up+1 Up+1

Il est clair que lim =g <1, d’ou il résulte que
n—oo ulfl un

Autrement dit, la suite (1), est décroissante a partir d'un certain rang. Comme elle est
minorée par 0, elle converge. En notant L sa limite et en passant a la limite dans 1’égalité :

<1 dés que n est assez grand.

1 a
Uyl = (1 + E) quy
on obtient L = gL, ou encore (1 — q) L = 0, c’est-a-dire L = 0 puisque g # 1.

> Méthode 3 - La série Z u, étant a termes strictement positifs, il est licite de lui appliquer

n=1
la regle de d’Alembert. On calcule donc, comme ci-dessus :

Up+1 — (1 + l)aq

Uy n

.. Upy P L. .1
puis lim —— =g < 1 et on en déduit la convergence de la série. En particulier, son terme
n—oo u1’l

général tend vers 0.
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CoRRrecTION 11

Montrer que tout entier naturel impair peut s’écrire comme la différence de deux carrés parfaits.

En déduire qu’il existe une suite (u,),>; d’entiers naturels non nuls telle que, pour tout n > 1, le
n

nombre S, = Z ui soit un carré parfait.
k=1

Ecrire un programme Python qui affiche les n premiers termes d'une telle suite u (le terme initial 14
étant passé en parametre), ainsi que les n premiers termes de la suite S associée.

Si m est un entier naturel impair, alors en posant m = 2p + 1, on constate que m = (p + 1)2 -2

Construisons par récurrence une suite ayant les caractéristiques voulues. On commence par choisir
un entier impair 1. De toute évidence, u% est un carré parfait impair. Supposons avoir construit,
i
pour un certain n > 1, une suite finie (u1,--- ,u,) d’entiers naturels non nuls tels que Z ui soit,
k=1

pour tout j € {1,---,n}, un carré parfait impair. Comme c’est en particulier le cas pour j = n, il
n

existe des entiers naturels p, g tels que Z u,% = p* — g%. Nécessairement p est impair et g est pair.
k=1
En effet, un carré parfait impair est congru a 1 modulo 4; quant a p? et g2, chacun d’eux est a
priori congru a 0 ou 1 modulo 4, et la seule combinaison convenable est : p?> =1 (mod 4) et 4> =0
n+1
(mod 4). On pose alors u,+1 = ¢q, de sorte que Z ui = pz est un carré parfait impair.
k=1

La fonction decomp renvoie, étant donné un entier impair n, un couple (p, q) tel que n = p* — ¢°.

La fonction suite affiche, étant donnés deux entiers u; et n, la liste (uy,--- ,u,) ainsi que la liste

2.2 0.2 0 2.2 2
(ul,u1+u2, JU U+ +un)

def decomp (n):
ifn%2==20:
print ("Erreur")
else:
p=m-1) // 2
return (p+1, p)

def suite (ul, n):
if ul % 2 == 0:
print ("Erreur")

else:
u = [ul]
s = ul ** 2
sp = [s]

for k in range(n-1):
(p,q) = decomp(s)
u.append(q)
S +=q ** 2
sp.append(s)

print(u)

print(sp)

M
O

Bonus Sup+
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CORRECTION 12 Ve

O

Bonus Sup+

Si g : R — Rest bornée, on note ||g|| = sup“g(t) ;e IR}.
Soit f : R — R de classe C2. On suppose que f et f”” sont bornées. Montrer que f’ est bornée et que :

Fll< N2l

Soit x € R. Pour tout t # 0, il existe c, d tels que :

flx+1) :f(x)+tf’(x)+§f"(c)
et )
fa=0=F@-tf 0+ @
d’ou par différence :
f+t—flx-H=2tf(x)+ g(f"(C)—f"(d))
et donc: 1 ,
f@=5(Fa+n-fa=0)-7 (@ @)

Comme f et f” sont bornées par hypotheses, on en déduit en choisissant t = 1 dans ce qui précéde,
que:

Ainsi | f est bornée

Ce qui précéde montre que, pour tout x € Ret toutf > 0,ona:

/4 1 44
Gl < 1A+ 5 171

|f’ (x)| <@t oul'onaposé: ¢ (t) = ”Lt” + ||f2||l‘

Supposons " # 0, ce qui se traduit par ||f”'|| # 0. Une simple étude de variations montre que
Supposons q p p que ¢

présenteen t = ||f”|| un minimum égal a 2||f|| ||f ||

Ainsi :

VYx € R,

£ @) < 2]l ()

d’ot1 la conclusion en passant a la borne supérieure.

f//

Etsi f”” = 0, alors f’ est constante et cette constante est nulle (sans quoi f ne serait pas bornée).
L’'inégalité () est donc valable dans tous les cas.
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CORRECTION 13

On pose, pour tout x € R:

gx) == - arcsm[ ‘,HsTm(x)]

Etudier g sur [-mr, ] puis construire le graphe de g.

voit que :
1+sin(x) c0s? (E B f)
2 B 4 2

T—-35¢€ [—%, 37"] d’ou la discussion suivante :

ler cas: xe[ 2 n]
€

[—% %] d’ou COS(Z — —) 0 et donc:

(x) = X arcsin (Cos(E - E)) X I, arccos (COS (E - f))
§W=3 1°2))]7272 12

On sait que :
YVt € [0, 7], arccos (cos (1)) =
d’otr:
¥t € [-m, 0], arccos (cos (t)) = arccos (cos (—t)) = —t
Deux sous-cas se présentent donc :

> six € [—%, %] ,alors § — 35 € [0, %] C [0, 7], et donc (d"apres (1)) :

of_ T, T _¥_ .7
S R I R
>s1x€[2 ],alors%—’z—‘e[—%,O]C[—n,O],do (d’aprés (2)) :
(x)—)_C_E+E_E— _3_7‘[
A R A R E
2éme cas:x € [—7’(, —%]
Alors%—%e[7T 3”] donccos(z——) Oet
(x) = 2 _ arcsin (— cos (E - E)) = < + arcsin (COS (E - E)) =2+ _arccos (cos(E - )—C))
§W=3 1 2))72 12))7272 12
Comme4——€[” 37T]C[O ], il vient d’apres (1) :
(x)—f+z_z+f—x+z
S I I
En résumé :
x+% si —m<x<-%
Vxe[-n,m], gx) = -7 si —-7<x<7
x—%” si Z<x<m

24

On commence par simplifier 1’écriture de g (x), pour x € [-7, ] . Comme sin (x) = cos (% - x) , on

ce qui conduit a distinguer deux cas, selon le signe de cos (% - %) Comme x € [-m, 7], alors

1)
(2)

M

O

Bonus Sup+
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Pour obtenir le graphe I' de g tout entier, on peut voir que :

VxeR, g(x+2n)=g(x)+m

ce qui montre que I est invariant par la translation de vecteur @ = 2ni7’+ 7tj.

U=2m+n7
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CoORRECTION 14 Ve

O

Bonus Sup+
Combien existe-t-il d’entiers n compris entre 1 et 100 (inclusivement) pour lesquels n" est un carré
parfait?

Notons P, la propriété : n" est un carré parfait. Manifestement $; est vraie. On suppose désormais
quen > 2.

Si n est pair, il est facile de voir que P, est vraie. En posant n = 2¢, on voit en effet que :

" = 2 = [0

Supposons n impair et décomposons cet entier en produit de facteurs premiers :

,

— &

n=]1n
i=1

avec p1,--- ,pr premiers tous distincts et impairs (c’est-a-dire p; > 3 pour tout i) et ay,--- ,a, > 1.

Alors :
T
n _ na;
=]
i=1

Pour que n" soit un carré parfait, il est nécessaire et suffisant que chacun des entiers na; (pour
1 < i < r) soit pair. Comme 7 est impair, cette condition équivaut a la parité de chacun des «;,
c’est-a-dire au fait que n soit un carré parfait impair.

Résumons... les entiers naturels non nul vérifiant $,, sont :

> les nombres pairs
> les carrés parfaits impairs (parmi lesquels figure 1).

Entre 1 et 100 inclus, il existe 50 nombres pairs et 5 carrés parfaits impairs, a savoir :
1,9, 25, 49, 81

Au total , il existe 55 entiers compris entre 1 et 100 ayant la propriété voulue.
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O

Bonus Sup+

On considere une application f : R — R convexe et bornée. Montrer que f est constante.

Montrons que f est constante. Dans le cas contraire, il existerait 2 < b tels que f(a) # f(b).
Supposons par exemple f (2) < f (b) . Comme f est convexe, alors pour tout x > b :

fb) - f) <f(X)—f(b)
b-a = x—>

f<b>_£(a> )

autrement dit :

f(x)>f(b)+T

et donc lirp f (x) = 400, ce qui contredit I'hypothese f majorée.
X—+00
Dans le cas ol f (a) > f (b), on voit de méme que lim f(x) = +o0: nouvelle contradiction.
X——00

Remarque. Ce résultat n’est pas valable pour f : [0, +oo[ — R, comme le montre I’'exemple de
x — e~* qui est convexe, majorée et non constante.
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CORRECTION 16 \WVIE

O

Bonus Sup+

Soient a,b € R et n € N. Calculer plus simplement la somme :

n

Z (’Z) cos (ka + (1 — k) b)

k=0

La somme demandée est la partie réelle de :

n n

S, = Z (:)ei(ka+(n—k)b) _ Z (Z) (em)k (eib)”_k _ (em N eib)”

k=0 k=0

2
donc :
S, = 2" cos” (%)ein(tﬁb)ﬂ

et finalement :

Re (S,) = 2" cos” (LZ ; b)cos(n(a - b))

2
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2)

3)

CORRECTION 17

Etablir I’encadrement suivant :
o

Vx € [0, +o0[, X_E <SIn(l+x) <

En déduire que la suite de terme général :

est convergente et préciser sa limite A.

Montrer qu’il existe un réel u (que I'on précisera) tel que :

wsfieEeofl)

1) On peut montrer aisément que

N

Vx € [0, +oo[, x — 2

en étudiant les variationsde x —» x —In(1 + x) et de x — In (1 + x)

B L)omeref

2) On constate que::

k=1

c’est-a-dire :
n+1l m+1)@2n+1)

<In

2n 12n3 (1) <

d’ou, d’apres le théoréme d’encadrement (alias “théoreme des gendarmes”) :
Iim In(u,) = =
n—oo

Finalement, par continuité de 1’exponentielle :

lim u, = Ve

n—oo

3) Pour aller plus loin, utilisons un DL a I'ordre 2 :

x2
ln(1+x):x—3+x2a(x)

avec :
lim a(x) =0
x—0

Donc :

In (14,) Z In (1 + %)

Il
—_
ELl’“

|

N
»
2|

+
= |>r
H~ N
—_
3| =
~———
~———

2n 12n3

on+l m+D)@n+1) 1, [k
= - +ﬁk2kaﬁ

<KIn(l1+x)<x

—x+ £ (non détaillé).

29
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Bonus Sup+
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Etant donné ¢ > 0, il existe 11 > 0 tel que:

XI<Sn=lax)|<e

Donc, des que n > %, ona pour toutk € {1,---,n}:
kK 1
0<—=<-¢<
n2 n g
et donc:
ln(u)_l_i<3n+1+€(n+1)(2n+1)<L+i<£
Y2 3n| T 1218 1213 S3m2 2n o m

la derniére majoration étant acquise si, de plus, n > 3 Ainsi :
€

et donc:

30
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CORRECTION 18

On définit une suite par la donnée de 1y € R et la relation de récurrence :

Yn €N, uyq = uy — 1l

1) Montrer qu’il existe N € IN* tel que uy < N.

2) Comparer u, et n pour n > N.

3) Calculer u, explicitement, pour tout n > N.

4) En déduire un équivalent de u, lorsque n — +oo.

1

2)

3)

4)

Supposons le contraire, c’est-a-dire :
VneIN*, u, >n
Alors, Vn € IN*, u,4+1 = u, — n et donc (sommation télescopique) :

n-1
Vn =2, uy, :ul—Zk:ul
k=1
ce qui impose u, < 0 dés que n est assez grand, et c’est absurde puisque d’évidence u, > 0
pour toutn > 1!

nn-1)
=

Si un entier n € IN* vérifie u, < n, alors u,41 = |uy —n| =n—u, <n <n+1. D'apres le point
précédent, on voit par récurrence que :
Ynz2N, u,<n
On sait que :
YnzN, u,,1 =n—1uy,
Cherchons une suite a de la forme n + an + b vérifiant Vn € N, a1 = n — a;,. On trouve par
identification (a,b) = (%, _}1) . On constate alors, en retranchant membre a membre les égalités
Uyl =N —Upetayyg =n—ay, que:
V2 N, Uy — ap1 = — (g — ay)
d’otl1 aussitot :
Vn >N, uy - ay = (=1)"N (uy - an)
et finalement :

oul'onaposé K = =DN (uy — an).

I résulte de la formule explicite obtenue précédemment que :

M
O

Bonus Sup+
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CORRECTION 19 \WVIE

O

Bonus Sup+

1
Etudier et représenter graphiquement la fonction f : x + x° arctan (m)

f est définie et dérivable sur R — {—1}. Pour tout x € R :

1 - 2

f(x) =2x arctan( ) 42
x+1 1+ 15

(x+1)

soit, apres simplification :
1 x?
<L)

f1@) = xarctan | == )= 5o

Le signe de cette derniére quantité n’étant pas directement évident, on introduit la fonction g
définie également sur R — {—1} par:

1 x
gt :zamtan(x+1)_ X2 +2x+2
de sorte que f (x) = x g (x) pour tout x # —1.
On calcule :
/ 5 x2+2x+2—(2x2+2x) 2 4dr+6
g(x)——x2+2x+2— (2 + 2x +2)° __(x2+2x+2)2<0

Ainsi g décroit sur ]—oco, —1[ et sur |-1, +oo[ (mais attention : pas sur R — {1} a priori).

Comme lirin g(x) =0, on voit que :
X—+00
Vx<-1,9(x)<0

Vx> -1, g(x)>0
Ainsi :

> f croit sur |-oo, —1[,
> f décroit sur ]-1,0],
> f croit de nouveau sur [0, +oo] .

f n’est pas prolongeable par continuité en -1, car :

: __n : _r
Jm f()=-7et lim f&) =3

Afin de préciser le comportement asymptotique de f en +co, développons :
! —1(1—1+1+0(1))—1 1+1+0(1)
x+1  «x x 2 2)) x a2 aB x3

1 1 1 2 1
arctan(—) =—-—-=+-—=- +0(—)
X+

d’ou:

et donc:

f(x):x—1+%+o(§)

Ceci montre que le graphe I' de f présente en +co une asymptote oblique A d’équation y = x — 1.

En —oo, I est au-dessous de A et en +o0, c’est I'inverse.
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A 2 1
y = x”arctan
Y (:1: + 1)

dm/2

J. _;N

y=x—1

Précisons que I' coupe A en un point M d’abscisse ~ —1,517 et présente une inflexion en un point
I, dont les coordonnées sont voisines de (-3,71; —4,87).
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CORRECTION 20

Calculer, sans changer de variable, I'intégrale :
s
A(r):f V1 + 2 dt (r=0)
0

Faire de méme pour :

B(r):j: Vi-£2dt  (0<r<1)

Pour A (r), on integre par parties en posant :
wit)y=1 ; v()= V1++#

t
u()=t ; o @)=
1+¢2

g

ce qui donne :

AO)=PV1+#E—;£T fiﬂdt

On observe (astuce!) que :

2 1+#2)-1
V1+12 V1 +#2 V1 +#2
Ainsi : ;
1
Am:rﬁiﬁ—Am+f
0 VI+1#2
Enfin, on est censé savoir qu'une primitive de t — ‘/11+_t2 estt = In (t + V1+ tz) . Par conséquent :

A(T’):%(r V1+r2+ln(r+ 1+1’2))

Pour B (r), I'idée est la méme, sauf que l'intégration par parties posera probleme pour r = 1 (en
faisant apparaitre une intégrale impropre). On se limite donc, dans un premier temps a r € [0, 1].
On pose :

wWt)=1 ; v({)=V1-+#2

t

V1-1#2

u(t)y=t ; o ({)=-

et on trouve ainsi :

r 4 t2
B(r)=[tV1-£ +f dt
=l ) =
La méme astuce opere de nouveau :

t2 1—1—t2 1
el Uk DO S
Vi-12 V1-2 Vi-#2

et donc, pour tout r € [0, 1] :

B(r)=r 1—r2+for 11_t2dt—B(r)

B(r) = (r V1 -2 + arcsin (r))

NI~

Enfin, comme B est continueen 1 :

. T
B(1) = rli)r{[B(r) =1

M
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Noter que la valeur de B (1) était prévisible, si 'on pense géométriquement. Cette intégrale s'in-
terprete en effet comme 1'aire d"un quart de disque de rayon 1.

. B(r) y=vi-a?

0 r 1
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CORRECTION 21

Soit f : [a, +00o[ — R une fonction continue.
On suppose que f est dérivable sur Ja, +oo[ et que xl—IHI fx)=f(@).

Prouver a I'aide du théoreme de Rolle qu'il existe ¢ € ]a, +oo[ tel que f’ (c) = 0.

On proposera deux démonstrations.

Preuve n° 1
La fonction f n’est pas strictement monotone, en raison de I'hypothése lim f(x) = f(a).
X—+00
Elle n’est donc pas injective (car, selon un théoreme du cours, pour toute fonction numérique
continue sur un intervalle, I'injectivité entraine la stricte monotonie).

De ce fait, il existe des réels u < v appartenant a [a, +oo[ tels que f (1) = f (v). Il ne reste plus qu’a
appliquer le théoreme de Rolle a la restriction de f au segment [u, v].

Preuve n° 2

Une autre idée est d’effectuer un changement de variable, pour transformer l'intervalle [a, +co[ en
un segment (par exemple [0, 1]), ce qui permettra ensuite d’invoquer le théoréme de Rolle.

On définit pour commencer une fonction dérivable et bijective de [0, 1[ vers [a, +oo[ . Le plus simple
sera le mieux. Par exemple :

t
@ :[0,1[ = [a,+oo[, t > a + =7
Il est clair que ¢ est bien définie et dérivable, a valeurs dans [a, +oo[ . En outre, ¢ est continue (car
dérivable), strictement croissante (donc injective), et

®(0)

Il
Q

lim @ () +00

t—1-

donc surjective, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires.

Maintenant, posons :
F:[0,1] >R, t f(p(t)

On constate que F est continue (composée de fonctions continues) et admet une limite finieen 1 :
lim F () = li =
Hm ()= lim f(x)=f(a)

On peut donc prolonger F par continuité en posant :

F() si 0<t<l1
F:[0,1] >R, t—
f(@ si t=1

En outre, d’apres le théoréeme de composition des fonctions dérivables, F est dérivable sur 10, 1] :
sur ]0, 1[, ¢ est dérivable et a valeurs dans ]a, +oo[, intervalle sur lequel f est a son tour dérivable.

Comme F (0) = F(1), on peut appliquer le théoréme de Rolle a F; il existe ainsi y € 10, 1[ tel que

F' (y) = 0, cest-a-dire :
fe() e ()=0
Mais ¢’ ne s’annule pas et par conséquent, sil’on pose ¢ = ¢ (y), on a bien montré que : ' (c) = 0.

C’est plus long que la premiére méthode, mais aussi plus “géométrique”, voire plus visuel!

Sur l'illustration ci-dessous, on voit les graphes de f (a gauche) et de F (a droite).
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En gros, on passe de l'un a l’autre en faisant subir une “compression” a l'intervalle de départ :
[a, +0o[ est remplacé par [0, 1].

a 0 1
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Trouver toutes les applications f : Z — Z. telles que :

V(a,b)eZ? f(a+f()=f(@)+b

Notons (x) cette équation fonctionnelle (dont on notera la ressemblance formelle avec celle de
1’énoncé 6).
En remplagant a par 0 dans (x) :

VbeZ, f(f(b)=f0)+Db (©)
ce qui prouve que f o f n’est pas bornée.
En remplacant b par 0 dans (x) :

YaeZ, f(a+ f(0) = f(a) (»)

En supposant que f(0) # 0, la relation (#) montre que f est périodique donc bornée. En consé-
quence, f o f est aussi bornée : contradiction!

Donc f (0) = 0. En reportant dans (¥), on voit que :
YoeZ, f(f(b)=b (%)
et donc, en remplagant b par f (b) dans () :
V(a,b)eZ? f(a+b)=f(a)+ f(b)

Il est alors facile de voir que :

VaeZ, f(a)=af (1)
En remplagant b par 1 dans (%), on trouve f(l)2 =1etdonc f (1) € {-1,1}. Finalement : f = idz
ou bien f = —idz.

Réciproquement, il est immédiat que ces deux applications vérifient (x).

Conclusion : les solutions de I’équation fonctionnelle () sont idz et —idz.
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Soit (2, 7, IP) un espace probabilisé et soient Ay, --- , A, des événements.
Pour tout i € N, on note B; 'événement « i événements au moins parmi Ay, - - - , A, sont réalisés ».
Montrer que :

Zn: P (B;) = i IP (A;)
=1 i1

En déduire que :

Vk e N, Zk: P (B;) > Zk: IP (A;)
i=1

i=1

Pour tout i € N, notons X; la variable de Bernoulli indicatrice de I'événement A; et posons :

n
i=1
Alors, d"une part :
n n
ESy) =) E(X)=) P(A)
i=1 i=1

et d’autre part :

B; = (S, > 1)
Il s’agit donc de montrer que : )
E(S)=) PS> (%)
Or, par définition : .
E(S,) = Zn:i]P(Sn =i) = zn:z' (P(Sp>1) =P (Sp 2i+1))
i=0 i=1

donc, apres séparation en deux sommes et ré-indexation de la seconde :

n n+1

ESy) =) iP(Sy>i)= ) (i—1)P(S,>i)
i=1 i=2
Comme d’évidence P (S,, > n + 1) = 0, on obtient bien (%), autrement dit :

Zn: P (B;) = Zn: IP (A;)
i=1 =1

Introduisons maintenant, pour tous k € IN,, et i € INg, I'événement Bl’. ER i événements au moins
parmi Ay, - -+, Ay sont réalisés ».

On observe :
> d’une part, que Blfk C B;, d’ou P (Blfk) <P (B)
k k
> d’autre part, avec ce qui précéde : Z P (le‘,k) = Z P (A))
i=1 i=1

I en résulte aussitot que :

k k
VkeN,, Y PB)> Y P(A)
i=1

i=1
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Montrer que, pour tout n € IN, le coefficient binomial (2;) est multiple de n + 1.
Montrer par ailleurs que, pour tout n > 1, 'entier (2;) est pair.

Rappelons la relation

n n—1
k =
)=
parfois désignée sous le nom de “formule du pion” : voir par exemple la section 7 de l'article
https://math-os.com/les-coefficients-binomiaux/

Un cas particulier de cette formule est :

(n+1) (2” i 1) = Qn+1) (2;)

n+1
Il en résulte que :

n+1|(2n+1)(2:)

Et comme (n +1) A 2n + 1) = 1, on conclut avec le théoreme de Gauss.

1 (2n
Cn_n+1(n)

est donc un entier. C’est le n—éme nombre de Catalan.

Remarque. Le rationnel :

Pour ce qui concerne la parité de (2:) pour n > 1, elle résulte aussitot de ce qui précede lorsque n
est impair.

Prouvons-la sans faire d’hypothese sur la parité de n. On observe :

> d’une part, que :

(1) (nz_:ll) _ n(Z:) (»)
En effet : 5 @n)! (2n)!
n n . n .
(n+1)(n+1)=(”+1) n+1)! (n—1)! Tl (n—1)!
et:

n(Zn) . (2n)2! __ (2n)
n (n!) n! (n —1)!
> d’autre part (formule du pion) que :

(n+ 1)( 2n ) = Zn(zn B 1) (%)

n+1 n

()=")

Il résulte de () et (&) que :

La parité de (Zn”) en découle.
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Soit A € M,, (C). Montrer 1'équivalence des assertions :

(1) 3JreC-{0}; A=Al
2) VY(M,N)e M, (C)3?,A=MN = A=NM

1) =0

Si deux matrices A, B € M,, (C) vérifient AB = I,,, alors chacune d’elles est inversible (conséquence
du théoréeme du rang) donc

BA =BA(BB™')=B(AB)B' =BB™' =1,
Par conséquent, si M,N € M, (C) vérifiant MN = Al,, avec A # 0, alors NM = A, : il suffit
d’appliquer ce qui précede au couple (A, B) = (M, %N) .
2)= (1)

Montrons déja que A commute avec toute matrice inversible. Il en résultera (d’apres un exercice
classique) que A est de la forme AI,;, pour un certain A € C.

Soit donc B € GL, (C). Comme A = (AB‘l) B, 'hypothese donne A = BAB™! et donc AB = BA.
Il reste a voir que A # 0.

En choisissant (i, j) € N7 tel que i # j, puis en posant M = E; j et N = E;; (matrices élémentaires),
on voit que MN = 0 et NM # 0. La matrice nulle ne vérifie donc pas la condition (2).
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On note * et ® deux opérations dans un méme ensemble E, vérifiant :
V(x,y,u,0) € E* (x % y) o (uxv) = (xou)* (ye0)

On suppose que e est neutre pour x et que f est neutre pour e.
1) Montrer quee = f.

2) Montrer que les opérations * et ® sont identiques.

3) Montrer que cette opération est commutative et associative.

1) Avecx =v =ceety=u = f,'’hypothese prend la forme :

(exfle(fxe)=(eof)x(fee)
c’est-a-dire :
fef=exe

ou encore f =e.

2) Désormais, le neutre commun aux deux opérations sera noté e. En remplagant y et u par e dans

I'hypothese, on voit que :

V(x,v) € E2, xev=x%0

3) Les deux opérations étant identiques, on peut alléger la notation. L’hypothese s’écrit désor-

mais :

¥ (x,y,u,0) € E*, (xy) (uo) = (xu) (yo)
En remplagant x et v par ¢, il vient :
YV (y,u) € E?, yu = uy
La commutativité est établie. Et en remplacant u pare:
Y (x,y,0) € E, (xy)v = x (yo)
ce qui prouve l’associativité.
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Soient X, Y des variables indépendantes et de méme loi U (IN,,) (avec n > 2 fixé). On pose :

1)
2)
3)
4)
5)

CORRECTION 27

I = min {X, Y} et S =max{X, Y}

Déterminer la loi de I.

En déduire l'espérance de I.

Les variables I et S sont-elles indépendantes ?

Calculer E (S) sans déterminer la loi de S.

Déterminer la loi conjointe du couple (I, S) .

1)

2)

3)

4)

Clairement I (Q2) = IN,, et pour tout k € IN,, :
I=h=((X=hHnX¥>)Hu(X>kHNnY=k)u(X=kn(( =k)

donc (union disjointe + indépendance) :

_1ln-k n-k

+
n n

1 1 2m-k+1
P(I=k) E+E:¥

n2
L'espérance de I est donnée par :

n

E() :Zn:kP(I:k) = %Z(an—2k2+k)
k=1

k=1
Apres séparation de la somme en trois, petits calculs et simplification, on trouve :

2n2 +3n+1
6n

Les événements (I = n) et (S = 1) sont incompatibles et donc :
P(I=nS=1)=0

E() =

Cependant :

P(I:n)P(S:l):P(X:n,Y:n)P(X:I,Yzl):%

Ceci prouve que les variables I et S ne sont pas indépendantes.
Comme I + S = X + Y, alors (par linéarité de 1’'espérance) :

2n2 +3n+1

EQ=EX)+EY)-E()=n+1-
6n

soit :

4n? +3n-1

E(S) = o

Remarque. On vérifie au passage que :

2n2+3n+1+4n2+3n—1
6n on

ED)+E(S) = =n+1=E(X)+E(Y)

43
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5) On calcule P(I = j,S = k), pour tout (j, k) € N2. Distinguons trois cas :
5.a) sij>k,alorsP(I=jS=k)=0.
5.b) sij <k, alors:

PU:LS:M:P@:LY:M+P@:&Y:ﬁ:%

5.c¢) Enfin: .
PU=jS=)=P(X=jY=))==;
Bref :

0 sij>k
P(I=jS=k={ 5 sij=k

4 sij<k
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CORRECTION 28

On se propose de déterminer les polyndmes P € Z [X] possédant un cycle entier, c’est-a-dire ceux
pour lesquels il existe un entier r > 2 et des entiers relatifs a;, - - - ,a, deux a deux distincts, tels que :

ViE{].,"',r—l},P(ai):ﬂl‘+1 et P(ar):al

On pourra commencer par montrer que si (@, ) € Z? et Q € Z[X], alors a — | Q (@) — Q (B) . Ensuite,
on distinguera les casr > 3 etr = 2.

Commengons par un lemme.

Lemme. Sia,feZet Qe Z[X],alorsa—|Q(x)—Q(B).
Démonstration. Posons :

d
Q= quXk, avecqo, - ,qi €Z

k=0
alors :
d d k=1 ‘
- it n o]
k=1 =1\ =
d’otu1 la conclusion. -

Soit maintenant P € Z [X] possédant un cycle entier, de longueur r > 3, qu’on notera (a1, -- ,a,).
Par définition :
a1, ,a, sont deux a deux distincts

et
P(Cll) =4az, /P(ar—l) = 4y, P(ay) =M
D’aprés le lemme :

ap—ay|laz—ax |- lay—ay1lar—arlag—m
ce qui impose :
laz — a1 = -+ = lay — ar| = |ay — ay
S’il existe i € {2,--- ,r — 1} tel que a; — a,_1 = — (a;41 — a;), alors a;41 = a;_1, contrairement a I’hypo-

thése. Donc :
Viel2,---,r=1},a;—ai1 = ai1 —a
Du coup a, —ay = (r — 1) (a2 — a1) , mais ceci est incompatible avec |a, — a1| = |a; — a1| puisque r > 3.
Moralité, aucun polyndéme P € Z [X] ne possede de cycle entier de longueur > 3.
Il reste a traiter la question des cycles de longueur 2. Si (a, b) est un tel cycle pour P, alors :
P-b=(X-a)P;
puis
a=P(b)=b+(b—a)P;(b)
donne Pq (b) = -1 etdonc:
Pi=-1+(X-0)Q

Ainsi :

]3QeZ[X],~p=a+b—X+(x—a)(X—b)Q\

Réciproquement, tout polyndme de cette forme convient d’évidence.
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Remarque. Bien entendu, on peut construire pour tout 7 > 2 des polyndmes a coefficients dans un
corps K possédant un cycle (a termes dans K) de longueur r.

En effet, étant donnés ay,--- ,a, € K deux a deux distincts, si I'on note Ly 1'unique élément de
K,_q1 [X] vérifiant :

. 1 sij=k
Viefl,--- ,r},Lk(ﬂj):{ 0 si{non

(polynome interpolateur de Lagrange) alors le polyndme :
P=ali+as3lo+ - -+a,L,1 +a1L,

admet (a1, - - ,a,) pour cycle de longueur r.
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Soient f, g : [a,b] — R continues. Montrer que :

VL roaf o[ [ soa < [ Jrosara

Posons pour tout n € N* :
k(b—a
the =a+ (n ), 0<k<n

ainsi que :

Sn:b;az_f(tn,k); Tn:b;azg(tn,k)
k=1 k=1

Rappelons l'inégalité triangulaire pour une quelconque norme sur R? :

et ya) + Gz, wo)l| < [l ) + | )|

et sa généralisation (récurrence immédiate) :

Z (e, yi)|| < Z |G )|
pct k=1

ce qui donne, pour la norme euclidienne usuelle :

n

e 5 v

k=1 k=1 k=1

En remplacant dans (1) xy par f (tn,k) ety parg (tn,k) pour chaquek € {1,--- ,n}, puis en multipliant

VS + @<y \/ £ (xux)” + & (x0s)’
k=1

Au membre de droite de cette derniere inégalité, on reconnait une somme de Riemann pour

b Lf )? + g (t)?, attachée a une subdivision réguliere du segment [a, b] .

Il suffit de passer a la limite pour obtenir la conclusion.

a .. .
,il vient :

par
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Soit # une parabole de foyer F et de sommet S. Une droite variable passant par F coupe # en A et B.
Déterminer :

1) Le lieu du centre du cercle circonscrit au triangle SAB.

2) Le lieu des intersections des normales a  en A et B.

1) Dans un repére orthonormé convenable, la parabole  admet pour d’équation
2

=X
y= zp
Son foyer est F (O, ’2—7) Soit Dy la droite de pente t qui passe par F. Elle admet pour équation
cartésienne :
y=tx+ g
L’équation aux abscisses des points d’intersection de # et D; est :
x> p
_ = t + =
2 T2

ou encore x> — 2ptx — p? = 0. En notant a, b les abscisses des points A, B d’intersection de P et
Dy, on adonc:

a+b=2pt; ab = —p* (2)
Par ailleurs, la médiatrice de [S, A] admet pour équation :
y= —2—px +p+ ﬁ
a 4p

De méme pour la médiatrice de [S, B] (remplacer a par b ...), d’ou les coordonnées du point
d’intersection des deux médiatrices :

1 _ 1 )
x=—8—p2ab(a+b), y_@[(mb) —ab| +p

soit : ; 5
p

=T y=ptegp

On conclut que le lieu du centre du cercle circonscrit au triangle SAB est la parabole #”

d’équation :

X

16 , b5p

= —x"+—
Y 4
Dans l'illustration ci-dessous, les paraboles P et ' sont respectivement représentées en noir et
en rouge. Le point Q) désigne le centre du cercle circonscrit au triangle SAB (deux médiatrices

de ce triangle sont représentées en pointillés).
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2) Les normales en A et en B ont pour équations respectives :

= _f il
y = —x+p+s;

2
y = —-fx+p+ g—p
Elles se coupent donc au point de coordonnées :
_ ab(a+b) 1 2
- y_g[(a+b) —ab| +p
et, compte tenu des égalités (2), il vient :
g _ Py
x = pt; y—2(4t+1)+p
Ainsi, le lieu des points d’intersection des normales en A et B est la parabole $”" d’équation :

3
N

p 2

y
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Dans l'illustration ci-dessous, les paraboles # et $” sont respectivement représentées en
noir et en rouge. Sont également visibles les tangentes a ° en A et en B, ainsi que les normales
correspondantes. Ces deux dernieres se coupent en un point de .
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